
多模态逻辑中模态算子的交互现象

1 背景

模态逻辑是现代逻辑学中一个极为重要的分支，在哲学、社会科学、计算机科学、经济学等多个领域中都发挥着其

重要的作用。多模态逻辑，即含有多个模态词的模态逻辑，是模态逻辑这一分支中极为重要的部分。由于其能较好地描

述和刻画多关系结构，多模态逻辑在应用中占据了极其重要的地位。就基础模态逻辑而言，人们已经作了较为深入的

研究，对其性质的了解也相对深入；但对于多模态逻辑，尤其是涉及到不同形式的模态算子交互的情况，目前的研究还

远未能为人们提供深刻的认识和把握。因此，对涉及算子交互的模态逻辑进行更为深入的研究成为了模态逻辑这一学

科的重要问题。接下来，我们将简要介绍多模态逻辑，并讨论讨论几种具体的多模态逻辑中算子交互带来的复杂现象。

2 多模态逻辑

我们先来简单介绍一下多模态逻辑。正如前文所提到的，多模态逻辑在应用中占据重要的地位，甚至可以说大多数

的哲学逻辑系统都是某种多模态的命题逻辑系统。一般来说，多模态逻辑的语言和关系语义可以用如下的方法给出 [3]：

定义 2.1. 令 Prop = {pi : i ∈ ω}为一个可数的命题变元的集合，O = {∆i : i ∈ I}为一个模态词的集合以及 ar : O → ω

为 O 上的一个函数。则我们称 τ = ⟨O, ar⟩ 为一个模态相似型。多模态语言 Lτ 由以下方式给定

Lτ ∋ φ ::= p | ⊥ | φ→ φ | ∆(φ, · · · , φ)︸ ︷︷ ︸
ar(∆)个

其中，p ∈ Prop。特别的，任给一个集合 O 以及自然数 n，令 arnO = O × {n}。

容易验证，基础模态逻辑的模态相似型为 τ0 = {{3}, ar1{3}}.

定义 2.2. 给定一个模态相似型 τ = ⟨O, ar⟩。称 M = (W, {R∆}∆∈O, V ) 为 τ -模型，其中

• W ̸= ∅，称为 F 的论域，

• 对于任一算子 ∆ ∈ O, R∆ ⊆W ar(∆)+1 是 W 上的 ar(O) + 1 元关系，

• V : Prop → P(W )，称为赋值函数。
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对于任意点 w ∈W，我们称 (M, w) 为点模型。对于任意公式 φ ∈ Lτ，φ 在点模型 (M, w) 上真的归纳定义如下:

(M, w) |= ⊥, 永不发生；

(M, w) |= p, 当且仅当，w ∈ V (p),

(M, w) |= φ→ ψ, 当且仅当，(M, w) ̸|= φ 或者(M, w) |= ψ;

(M, w) |= ∆(φ0, · · · , φn−1), 当且仅当，存在u0, · · · , un−1 ∈W 使得R∆wu0 · · ·un−1,

且对于每个i ∈ n，都有(M, ui) |= φi

有了以上的定义，我们会发现，几乎所有常见的多模态逻辑都是其特例。以下我们给出几个具体的例子：

• 基础时态逻辑的模态相似型为 τT = ⟨{3,♦}, ar1{3,♦}⟩。时态逻辑的关系模型都是 τT -模型，并满足 R3 = (R♦)−1。

• [5] 中定义的多主体认知逻辑的模态相似型为 τK = ⟨Ag, ar1Ag⟩，其中 Ag 为逻辑中所讨论的主体的集合。语义方面，
每一个多主体认知逻辑的模型 M = (W, {Ra}a∈Ag, V ) 都是一个 τK-模型，其中每个二元关系 Ra 都是等价关系。

• 当我们考虑公共知识算子时，认知逻辑的模态相似型为 τK+ = ⟨K ∪ C, ar1K∪C)⟩，其中 K = {Ka : a ∈ Ag}，C =

{CX : X ∈ P(Ag)}。语义方面，该逻辑的每一个模型 M 都是满足下列条件的 τK+-模型：

– 对于任意 a ∈ Ag，R{Ka}（也记作 Ra）是一个等价关系；

– 对于任意 X ⊆ Ag，RCX
= {⟨w, u⟩ :存在x1, · · · , xn ∈ X,u1, · · · , un ∈W : wRx1

u1Rx2
· · ·Rxn

un = u}

• [2] 中定义的函数依赖逻辑的模态相似型为 τV = ⟨D ∪D, ar1D ∪ ar0D⟩，其中 V 是一个非空有穷的变元集，D =

{DX : X ⊆ V }且D = {DXy : X ⊆ V, y ∈ V }。特别的，在这一逻辑的形式语言中，每个原子公式都具有 Px1 · · ·xn
这样的形式。回到多模态逻辑的基础设定中去，我们可以认为每个命题变元 p 都与一个特定的有穷个体变元集

X ⊆ V 相关联。方便起见，我们现在把命题变元记作 p(X)。关系语义方面，该逻辑的模型M = (W, {Rd}d∈D∪D, U)

也都为满足下列条件的 τV -模型：

– 对于任意 x ∈ V，R{x}（也记作 Rx）是一个等价关系；

– 对于任意 X ⊆ V，RX =
⋂

x∈X Rx；

– 对于任意 X ⊆ V 以及 y ∈ V，RDXy = {w ∈W : RX(w) ⊆ Ry(w)}；

– 对于任意命题变元 p(X) 以及 w ∈W，如果 w ∈ V (p) 且 RXwu，那么 u ∈ V (p)。

从上面的例子可以看到，我们在开头给出的多模态逻辑的定义是具有极强普遍性的。而当我们更进一步对这些多模态

逻辑进行分析的时候，我们会发现这些逻辑在算子交互的层次上也有所区分，这些区分主要体现在它们的关系模型上。

首先注意到，多主体认知逻辑中，我们只要求每个二元关系都是等价关系，而并不要求这些关系之间满足特定的关系。

在时态逻辑和加入公共知识的认知逻辑中，我们对模态算子对应的可及关系做出了一定的限制。最后，在函数依赖逻

辑中，我们不仅对一元模态算子对应的关系作出了限制，还增加了一组零元模态算子。这使得我们能够更加精确地描

述整一个关系模型。不仅如此，我们还对命题变元的赋值也提出了要求，这使得我们的模型更加精细，对应的逻辑也变

得更加复杂。
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3 算子交互带来的复杂现象

当模态算子相互作用，相互影响的时候，我们所得到的逻辑系统将会变得更加复杂和精细。下面我们同样举几个

简单的例子来展示这一现象：

3.1 认知逻辑

前面我们提到，多主体认知逻辑中，模态算子之间并没有非常紧密的联系。我们虽然可以在语言中用公式 KaKbφ

表达 “主体 a 知道主体 b 知道 φ” 这样的命题，但除去等价关系带来的信息，我们并不会得到额外的表达主体间知识

联系的有效式。这也是理所当然的，因为我们不曾限制主体知识对应的二元关系。例如，公式 KaKbφ→ KbKaφ 就不

是个有效式。更进一步地说，在任意一个有效式 φ 中，如果 Ka 出现但 Kb 不出现，那么将 φ 中所有的 Ka 都换成 Kb

后，我们仍然能得到一个有效式。这说明某种意义上，我们的认知算子都是 “平等的”。但当我们加入了公共知识算子

C 之后，算子之间就有了联系。由于 RC{a,b} ⊇ Ra ∪ Rb，我们能很快得到有效式 C{a,b}φ → Kaφ ∧Kbφ。类似的，我

们容易验证 C{a,b}φ→ KaKbφ 也是有效式。此时，我们显然不能随意对模态算子进行替换。这样的涉及不同算子的有

效式让我们的逻辑变得更加复杂，表达力也有所提升。更加详细的讨论可以参见 [1]。

3.2 时态逻辑

简要来说，时态逻辑是一种特殊的双模态逻辑。从关系语义的角度来看，在时态逻辑的模型中，两个一元模态算子

对应的二元关系互为逆关系。p → 2♦p 和 p → ■3p 是时态逻辑中极具标志性的有效公式。时态逻辑和基础模态逻辑
之间的异同在许多文献中被讨论过。这里我们展开对两类逻辑中的波斯特完全性进行讨论。Makinson[6] 对模态逻辑中

的 “极大一致” 逻辑进行了研究，并指出正规模态逻辑有且仅有两个具有波斯特完全性的逻辑。容易看到，这两个逻辑

正好是单个死点的理论（Th(•)）和单个自反点的理论（Th(◦)）。而到了时态逻辑这边，情况有了巨大的变化。我们来
考虑这样一个时态框架：F = ({0, 1}, {⟨0, 1⟩})。从基础模态逻辑的角度考量，显然 Th(F) ⊊ Th(•)。但从时态逻辑的角
度则大不相同。令 alt+1 = 2p ∨2(p→ q) 且 alt−1 = ■p ∨■(p→ q)。可以看到，

F |= alt+1 ∧ alt−1 ∧ ((2⊥ ∧ ♦⊤ ∧■2⊥) ∨ (■⊥ ∧3⊤ ∧22⊥))。

利用上面这一条性质，我们可以验证，使得时态逻辑 Tht(F) 有效的点生成框架都同构于 F，这也就导出了其波斯特完

全性。注意到，由于时态语言赋予了我们描述反向关系的能力，Tht(F) ⊆ Tht(•) 不再成立。[4] 中对具有波斯特完全性

的时态逻辑做了更进一步的讨论。

3.3 函数依赖逻辑

正如前文提到过的那样，函数依赖逻辑中涉及到了大量的关系间的相互限制，甚至对命题变元的赋值都提出了要

求。这样的一些限制架起了函数依赖逻辑关系语义和一阶语义之间的桥梁，也让对应的关系语义变得复杂而有趣。不

同于基础的模态逻辑，在 [2] 中，函数依赖逻辑的完全性证明以及可判定性证明中用到了一些巧妙的构造技巧。其中值

得注意的是，应用这样巧妙的技术并不是作者有意炫技，而是直接构造典范模型的方法会破坏模型对算子关系的要求，

3



从而导致失败。我们利用极大一致集构造模型时不只关注极大一致集上为真的公式，还关心极大一致集的 “来路”，也

即其生成路径。有兴趣的读者可以仔细阅读 [2] 中的证明，去体会算子交互给我们带来的技术上的精细要求。

4 总结

在这份随笔的最后，我们简单的做一个总结：首先，多模态逻辑这样一套工具显而易见的被广泛地用在了许多研

究领域上，可以说是一套极其重要的逻辑工具。其次，我们介绍了多模态逻辑普遍的语法和语义定义，用几个例子来说

明了这样一套定义的普遍适用性。虽然我们没有在前文明确地作出声明，但可以验证的是，没有算子交互的多模态逻

辑并不比基础的模态逻辑有趣太多。幸运的是，当我们有了模态算子的交互之后，多模态逻辑开始发挥其威力，其性质

也开始变得有趣。我们通过时态逻辑、公共知识逻辑以及函数依赖逻辑揭示了算子交互能带来的复杂现象的冰山一角。

最后，模态逻辑这一领域仍然有着太多太多的开问题：模态逻辑的扩张所组成的格和时态逻辑扩张组成的格之间有多

大的性质差异？我们要如何理解公共知识算子带来的复杂性？要怎么样才能优雅地往函数依赖逻辑中加入公开宣告算

子？这些问题等待着我们去研究。

参考文献

[1] Alexandru Baltag, Lawrence S. Moss, and Sławomir Solecki. The logic of public announcements, common knowl-

edge, and private suspicions. pages 773–812. Springer International Publishing, 2016.

[2] Alexandru Baltag and Johan van Benthem. A simple logic of functional dependence. Journal of Philosophical

Logic, 50:939–1005, 10 2021.

[3] Patrick Blackburn, Maarten de Rijke, and Yde Venema. Modal Logic. Cambridge University Press, 6 2001.

[4] QIAN CHEN and MINGHUI MA. Tabularity and post-completeness in tense logic. The Review of Symbolic Logic,

pages 1–18, 4 2022.

[5] Fenrong Liu. Reasoning about Preference Dynamics. Springer Netherlands, 2011.

[6] David Makinson. Some embedding theorems for modal logic. Notre Dame Journal of Formal Logic, 12, 4 1971.

4


